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Soient k un corps de nombres et Cl(k) son groupe de classes.
Soient Γ un groupe ﬁni et |Γ | son ordre. Soit R(k,Γ ) (resp.
Rm(k,Γ )) le sous-ensemble de Cl(k) formé par les éléments qui
sont réalisables par les classes de Steinitz d’extensions galoisiennes
(resp. galoisiennes et modérément ramiﬁées) de k, dont le groupe
de Galois est isomorphe à Γ . Dans cet article, on suppose que
Γ est réalisable comme groupe de Galois sur k d’une extension
galoisienne (resp. galoisienne modérée) – par exemple Γ résoluble
– et le centre Z(Γ ) de Γ est non trivial – par exemple Γ nilpotent
non trivial. Pour chaque diviseur premier p de l’ordre de Z(Γ ),
on déﬁnit un entier naturel np . On montre que si le nombre de
classes de k est premier avec np , alors R(k,Γ ) (resp. Rm(k,Γ )) est
le groupe Cl(k) tout entier. Par exemple, ce résultat s’applique à Γ
nilpotent d’ordre pair, avec n2 = |Γ |/2.
© 2012 Elsevier Inc. Tous droits réservés.
a b s t r a c t
Let k be a number ﬁeld and Cl(k) its class group. Let Γ be a
ﬁnite group and |Γ | its order. Let R(k,Γ ) (resp. Rm(k,Γ )) be the
subset of Cl(k) consisting of those classes which are realizable as
Steinitz classes of Galois extensions (resp. tamely ramiﬁed Galois
extensions) of k with Galois group isomorphic to Γ . In the present
article, we suppose that Γ is realizable as Galois group over k of a
Galois extension (resp. tame Galois extension) – e.g. Γ solvable –
and the center Z(Γ ) of Γ is non-trivial – e.g. Γ nilpotent non-
trivial. For each prime divisor p of the order of Z(Γ ), we deﬁne
a natural number np . We show that if the class number of k is
prime to np , then R(k,Γ ) (resp. Rm(k,Γ )) is the full group Cl(k).
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order, with n2 = |Γ |/2.
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1. Introduction et énoncé des principaux résultats
Dans tout cet article, Γ est un groupe ﬁni, et si K est un corps de nombres, O K désigne son
anneau d’entiers et Cl(K ) son groupe de classes.
Soit k un corps de nombres. Soit M un Ok-module de type ﬁni, sans torsion et de rang n. Alors,
il existe un idéal I de Ok tel que M  On−1k ⊕ I en tant que Ok-module. La classe de I dans Cl(k),
qui ne dépend que de M , est appelée la classe de Steinitz de M , et on la note clk(M) ; par exemple si
M est un idéal fractionnaire de k, clk(M) est la classe de M (au sens usuel) dans Cl(k). La structure
de M , en tant que Ok-module, est complètement déterminée par son rang et sa classe de Steinitz ;
par exemple, M est un Ok-module libre si, et seulement si, clk(M) = 1. Ceci s’applique en particulier à
M = O K , où K/k est une extension ﬁnie de corps de nombres de degré n ; on dira aussi que clk(O K )
est la classe de Steinitz de K/k.
On désigne par R(k,Γ ) (resp. Rm(k,Γ ) – m pour modéré –) l’ensemble des classes c de Cl(k)
telles qu’il existe une extension galoisienne (resp. galoisienne et modérément ramiﬁée) N/k, à groupe
de Galois isomorphe à Γ , avec clk(ON ) = c.
On conjecture (voir par exemple [4, Conjecture 3, p. 6]) que Rm(k,Γ ) est un sous-groupe de Cl(k) ;
signalons que cela est vrai lorsque Γ est abélien grâce à [17, Théorème 6.17, p. 289]. Signalons aussi
que l’étude de Rm(k,Γ ) est étroitement liée à celle de l’ensemble des classes galoisiennes réalisables
(voir [4, §1]).
Les travaux les plus récents dans la direction de l’étude de Rm(k,Γ ) se trouvent dans [6–8], et
dans des publications produites par l’auteur de cet article et ses collaborateurs (voir [3–5,20,23]).
Quant à R(k,Γ ), en général il n’est pas un sous-groupe de Cl(k), même dans le cas abélien. Dans
sa thèse, R.L. Long en donne un exemple avec Γ  Z/3Z× Z/3Z et k = Q((21)1/3, e2iπ/3). Il montre
que R(k,Γ ) = {1, clk(p)2}, où 3Ok = p6 et clk(p) (la classe de p dans Cl(k)) est d’ordre 3 dans Cl(k)
((1− e2iπ/3)Ok = p3) ; pour cet exemple, il montre en plus que Rm(k,Γ ) = {1}.
Dans le cas où Rm(k,Γ ) = Cl(k), il est clair que R(k,Γ ) = Cl(k) ; dorénavant, on omettra de signaler
cette dernière égalité chaque fois que ce cas se présente.
Soient S4 le groupe symétrique de degré 4 et A4 son sous-groupe alterné. Dans [12] (resp. [13]),
en supposant le nombre de classes de k impair, on montre que Rm(k, A4) (resp. Rm(k, S4)) est égal à
Cl(k). Soient A˜4  SL2(F3) l’unique extension centrale non triviale de A4 par Z/2Z, et S˜4  GL2(F3)
l’une des quatre extensions centrales de S4 par Z/2Z :
1 → Z/2Z→ A˜4 → A4 → 1, 1 → Z/2Z→ S˜4 → S4 → 1.
Il nous a alors paru naturel de tenter l’étude de Rm(k, A˜4) et Rm(k, S˜4), en utilisant une démarche
analogue à celle de [12,13] et des résultats de [2,14], surtout les critères de plongement : [2, Pro-
position 1.2] et [14, Proposition II.1]. Notre tentative a échoué, à cause de diﬃcultés, provenant de
problèmes de plongement, que nous n’avons pas pu surmonter. L’origine du présent article était la
recherche d’une nouvelle démarche évitant ces problèmes, ce qui nous a éclairé et permis de montrer
le théorème (plus général) suivant :
Théorème 1.1. Soit k un corps de nombres. Soient Γ un groupe ﬁni et Z(Γ ) son centre. Supposons que Γ
vériﬁe les deux conditions suivantes :
(1) Γ est réalisable comme groupe de Galois sur k d’une extension galoisienne (resp. galoisienne modérée).
(2) Z(Γ ) est non trivial.
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primitive p-ième de l’unité et [k(ξp) : k] le degré de l’extension k(ξp)/k. Déﬁnissons l’entier np par : np =
|Γ |/2 si p = 2, et np = ([k(ξp) : k](p − 1)|Γ |)/2p si p = 2.
Si pgcd(h,np) = 1, alors R(k,Γ ) (resp. Rm(k,Γ )) est égal au groupe Cl(k).
Remarques. (1) Soit n un entier naturel. On a pgcd(h,n) = 1 équivaut à tout diviseur premier p de
n ne divise pas h. Ce qui est équivalent, par la théorie du corps de classes, en utilisant le corps de
classes de Hilbert, à : pour tout diviseur premier p de n, toute extension cyclique de k de degré p est
ramiﬁée.
(2) Supposons p = 2 et notons xp = pgcd(h,np). Comme [k(ξp) : k] est un diviseur de p − 1, on a :
si [k(ξp) : k] est pair, alors : xp = 1 équivaut à pgcd(h, ((p − 1)|Γ |)/p) = 1 ;
si [k(ξp) : k] est impair, alors xp = 1 équivaut à pgcd(h, ((p − 1)|Γ |)/2p) = 1.
(3) Signalons que, en contraste avec notre Théorème 1.1, la méthode (fructueuse) de rigidité dans
l’étude du problème inverse de la théorie de Galois concernant un groupe Γ suppose Z(Γ ) trivial
(voir [22, Chapitres 7 et 8]).
Dans ce qui suit, et jusqu’à la ﬁn de cette première section, nous allons donner des applications
du Théorème 1.1 sous la forme de deux corollaires et quelques remarques. Les preuves des résultats
de la Section 1 seront données en Section 2.
Notons Γ0 le groupe métacyclique d’ordre ab déﬁni par la présentation : 〈x, y: xa = yb = 1,
yxy−1 = xr〉, où 0 < r < a, pgcd(a, r − 1) = 1, rb ≡ 1 mod a, et l’ordre |r| de r modulo a est diffé-
rent de b.
Corollaire 1.2. Soient k un corps de nombres et Γ un groupe résoluble ﬁni de centre non trivial ; par exemple :
un groupe nilpotent non trivial, A˜4 , S˜4 , Γ0 , Γ = H4n (resp. D2n) le groupe quaternionien généralisé (resp.
diédral) d’ordre 4n, où n 2, ou toute extension centrale d’un groupe résoluble par un groupe ﬁni non trivial.
Sous les notations du Théorème 1.1, si pgcd(h,np) = 1, alors Rm(k,Γ ) = Cl(k).
En particulier, Rm(k,Γ ) = Cl(k) dans les situations suivantes :
– Si Γ est un groupe nilpotent d’ordre pair et pgcd(h, |Γ |/2) = 1.
– Si Γ est un groupe nilpotent et pgcd(h,np) = 1, où p est un diviseur premier impair quelconque de |Γ |.
– Si Γ est un p-groupe d’ordre pi , où i  1, et si, p = 2 et h est impair, ou, p = 2 et pgcd(h, ([k(ξp) :
k](p − 1)pi−1)/2) = 1.
– Si Γ = A˜4 , ou S˜4 , et pgcd(h,6) = 1.
– Si Γ = Γ0 , et si pgcd(h,np) = 1, avec p un diviseur premier de b/|r|.
– Si Γ = H4n, ou D2n, et pgcd(h,2n) = 1.
Remarques. (1) L’un des résultats principaux de [23, Théorème 1.1] disant : si Γ est un 2-groupe et
le nombre de classes de k impair, alors Rm(k,Γ ) = Cl(k), est donc un cas particulier du Théorème 1.1.
(2) Supposons Γ abélien, alors il est nilpotent ; donc si |Γ | est pair et pgcd(h, |Γ |/2) = 1, alors
Rm(k,Γ ) = Cl(k) ; ce résultat est intéressant en ce sens qu’il est diﬃcile de déduire de [17, Théo-
rème 6.17, p. 289] une description explicite de Rm(k,Γ ) (signalons que L.P. Endo a décrit Rm(k,Γ )
lorsque |Γ | est impair, voir [5, Appendice, Théorème A.7 (2)]).
(3) Le Théorème 1.1 s’applique à A˜4 et S˜4, mais pas à A4 et S4, car Z(A4) et Z(S4) sont triviaux.
Il ne s’applique pas non plus au groupe symétrique Sn si n 3, et au groupe alterné An si n 4, car
leur centre est trivial, quoiqu’on sache depuis Hilbert qu’ils sont réalisables sur k comme groupes de
Galois.
Corollaire 1.3. Soient k un corps de nombres. Soit n un entier naturel non nul. Soient Sn le groupe symétrique
de degré n et An son sous-groupe alterné. Soient M11 et M12 les groupes sporadiques simples de Mathieu.
Supposons que Γ soit une extension centrale de Sn, An, M11 , ou M12 par un groupe ﬁni non trivial.
Sous les notations du Théorème 1.1, si pgcd(h,np) = 1, alors Rm(k,Γ ) = Cl(k).
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1 → Z/2Z→ Γ → Sn → 1, 1 → Z/2Z→ Γ → An → 1.
Il est bien connu, depuis Schur (voir [21]), que H2(Sn,Z/2Z)  Z/2Z× Z/2Z et H2(An,Z/2Z) 
Z/2Z. D’où quatre exensions de Sn , dont une est l’extension triviale Z/2Z × Sn , et deux extensions
de An : Z/2Z× An et A˜n . D’après le Corollaire 1.3, pour ces six extensions Γ , si pgcd(h, |Γ |/2) = 1,
alors Rm(k,Γ ) = Cl(k). Il est immédiat que pgcd(h, |Γ |/2) = 1 est équivalent à pgcd(h,∏pn p) = 1,
où p parcourt l’ensemble des nombres premiers  n.
(2) Considérons les extensions centrales suivantes :
1 → Z/2Z→ Γ → M11 → 1, 1 → Z/2Z→ Γ → M12 → 1.
Sachant que |M11| = 24.32.5.11 et |M12| = 26.33.5.11, une application du Corollaire 1.3 avec p = 2
donne : Rm(k,Γ ) = Cl(k), si pgcd(h,2.3.5.11) = pgcd(h,330) = 1.
2. Démonstration des résultats principaux
Nous commençons par ﬁxer quelques notations et rappeler, brièvement, des propositions connues
et utiles pour les démonstrations de nos résultats. Ensuite, avant de passer à ces démonstrations, nous
énoncerons et prouverons deux lemmes.
Si K/k est une extension ﬁnie de corps de nombres, on désigne par [K : k] son degré, (K/k) son
discriminant et NK/k sa norme. Rappelons que clk(O K ) est la classe de Steinitz de K/k, et que si I est
un idéal fractionnaire de K , clK (I) est la classe de I (au sens usuel) dans Cl(K ).
Soit k ⊂ K ⊂ M une tour de corps de nombres. On rappelle un théorème de Fröhlich concernant la
transitivité de la classe de Steinitz dans une tour de corps de nombres (voir [11, Théorème 4.1]) :
clk(OM) = clk(O K )[M:K ]NK/k
(
clK (OM)
)
,
et un théorème d’Artin (voir [1]) :
clk(O K ) = clk
((
(K/k)/d
)1/2)
,
où d est le discriminant d’une base du k-espace vectoriel K ; de plus, si K/k est galoisienne de degré
impair, alors
clk(O K ) = clk
(
(K/k)1/2
)
.
Rappelons que deux extensions K1/k et K2/k de corps de nombres sont dites arithmétiquement
disjointes, si elles sont linéairement disjointes et si leurs discriminants (K1/k) et (K2/k) sont pre-
miers entre eux. Notons M = K1K2 la composée de telles extensions. De la transitivité de la différente
résulte immédiatement :
(M/K2) = (K1/k)O K2 .
Soit φK2/k : Cl(k) → Cl(K2) le morphisme qui, à la classe d’un idéal fractionnaire I de k, fait corre-
pondre la classe de l’idéal étendu I O K2 . Alors
φK2/k
(
clk(O K1)
)= clK2(OM).
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vectoriel M de même discriminant, car K1/k et K2/k sont linéairement disjointes ; d’où (M/K2)/d =
((K1/k)/d)O K2 , et l’on conclut grâce au théorème d’Artin énoncé ci-dessus.
Lemme 2.1. Soient k un corps de nombres, p un nombre premier et ξp une racine primitive p-ième de l’unité.
Si p = 2, alors Rm(k,Z/pZ) = Cl(k).
Si p = 2, alors Rm(k,Z/pZ) = Nk(ξp)/k(Cl(k(ξp)))(p−1)/2 .
De plus, pour tout c ∈ Rm(k,Z/pZ) et tout idéal I de Ok, il existe une extension cyclique K/k de degré p,
modérée, ramiﬁée en au moins un idéal premier de Ok, avec clk(O K ) = c et dont le discriminant est premier
à I .
Démonstration. Le cas p = 2 est bien connu, à l’origine c’est un résultat dans [11, Théorème 2.4],
mais qu’on peut démontrer sans peine en utilisant le groupe de classes de rayon modulo 4Ok et le
théorème de densité de Chebotarev. Dans ce cas, ce qui est en plus dans le lemme découle facilement
de la preuve de [11, Théorème 2.4].
Le cas p = 2 et ce qui est en plus est le Théorème 2.6 dans [16, p. 90]. Signalons que notre
formulation est différente de celle de [16] ; il est immédiat, par la théorie du corps de classes, que le
W dans [16, Théorème 2.6] est égal à Nk(ξp)/k(Cl(k(ξp))). 
Lemme 2.2. Soient k un corps de nombres, K1/k et K2/k deux extensions cycliques, distinctes et de degré un
nombre premier p, et soit M = K1K2 leur composée. Supposons K1/k et K2/k arithmétiquement disjointes. Si
K3/k est l’une des p − 1 sous-extensions de M/k, distincte de K1 et K2 , alors clk(O K3 ) = clk(O K1 )clk(O K2 ).
Démonstration. Nous distinguons deux cas selon que p est pair ou non.
(1) Supposons p = 2. Signalons que le Lemme 2.2 est un cas particulier de [10, Multiplication
Lemma, p. 22]. Ici nous en donnons une preuve différente.
L’extension M/k est biquadratique, elle contient une unique sous-extension quadratique K3/k dif-
férente de K1 et K2.
D’après [4, Lemme 3.4],
clk(OM) = clk(O K1)clk(O K2)clk(O K3).
Par la formule de Fröhlich :
clk(OM) = clk(O K2)2NK2/k
(
clK2(OM)
)
.
Comme K1/k et K2/k sont arithmétiquement disjointes, on a
φK2/k
(
clk(O K1)
)= clK2(OM).
D’où
clk(OM) = clk(O K2)2clk(O K1)2
= clk(O K1)clk(O K2)clk(O K3).
Donc clk(O K3 ) = clk(O K1 )clk(O K2 ).
(2) Supposons p = 2. La preuve que nous allons donner est essentiellement celle de [16,
Lemme 4.3] à laquelle on ajoute une application immédiate du théorème d’Artin.
Commençons par rappeler que puisque M = K1K2, les seuls idéaux premiers ramiﬁés dans M/k
sont ceux qui se ramiﬁent dans K1/k ou K2/k ; autrement dit : ce sont les diviseurs premiers de
(K1/k)(K2/k).
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Z/pZ, il est immédiat que le nombre de telles sous-extensions est égal à p − 1. L’extension M/K3 est
non ramiﬁée, en effet : Soient P un idéal premier de O K3 et p = P ∩ Ok . Par le rappel précédent, si
p ne divise pas (K1/k)(K2/k), P est non ramiﬁé dans M/K3. Etant donné que K1/k et K2/k sont
arithmétiquement disjointes, si p divise (K1/k) (resp. (K2/k)), alors il n’est pas ramiﬁé dans K2/k
(resp. K1/k) ; il résulte alors de M = K2K3 (resp. M = K1K3) que P est non ramiﬁé dans M/K3.
En calculant de deux façons (M/k) par la transitivité du discriminant dans une tour de corps de
nombres, et, en utilisant (M/K3) = O K3 et (M/K2) = (K1/k)O K2 , on obtient :
(M/k) = (K3/k)pNK3/k
(
(M/K3)
)
= (K3/k)p
et
(M/k) = (K2/k)pNK2/k
(
(M/K2)
)
= (K2/k)p(K1/k)p .
D’où
(K3/k) = (K1/k)(K2/k).
Comme les Ki/k, 1  i  3, sont galoisiennes de degré impair, d’après le théorème d’Artin
on a : clk(O Ki ) = clk((Ki/k)1/2). De (K3/k)1/2 = (K1/k)1/2(K2/k)1/2, on déduit clk(O K3 ) =
clk(O K1 )clk(O K2 ), ce qui termine la preuve du lemme. 
Dans toute la suite, on identiﬁera souvent des groupes isomorphes quand il n’y a aucune confusion
possible.
Démonstration du Théorème 1.1. Soient k un corps de nombres et Γ un groupe ﬁni d’ordre |Γ |
de centre Z(Γ ) non trivial. Supposons qu’il existe une extension galoisienne N/k dont le groupe de
Galois est isomorphe à Γ . Soit p un diviseur premier de l’ordre de Z(Γ ). Comme Z(Γ ) est abélien
(ou par le théorème de Cauchy), il existe σ ∈ Z(Γ ) d’ordre p. Soit E/k la sous-extension galoisienne
de N/k ﬁxe par σ (en particulier [E : k] = |Γ |/p).
Soit c ∈ Rm(k,Z/pZ). D’après le Lemme 2.1, il existe une extension galoisienne modérée K/k,
à groupe de Galois isomorphe à Z/pZ, de classe de Steinitz clk(O K ) = c et telle que N/k et K/k
sont arithmétiquement disjointes.
Soient N ′ = NK la composée de N/k et K/k, et E ′ = EK la composée de E/k et K/k . Comme N/k
et K/k sont arithmétiquement disjointes, il en est de même pour E/k et K/k. On en déduit que E ′/E
est galoisienne, à groupe de Galois isomorphe à Z/pZ et de discriminant (K/k)O E ; il en résulte en
particulier que N/E et E ′/E sont arithmétiquement disjointes.
Soit τ un générateur de Gal(K/k). Puisque N/k et K/k sont linéairement disjointes, Gal(N ′/k) 
Γ × 〈τ 〉 (isomorphisme de restriction) ; nous identiﬁons ces deux derniers groupes sous cet isomor-
phisme. Soit N3/k la sous-extension de N ′/k ﬁxe par (σ , τ ). Comme (σ , τ ) – d’ordre p – appartient
au centre de Gal(N ′/k), N3/k est galoisienne – de degré |Γ |. Il est clair que N3 contient E , N3/E est
cyclique de degré p et que c’est une sous-extension de N ′ = NE ′/E distincte de N et E ′ .
Les extensions N3/k et K/k sont linéairement disjointes, en effet : sinon, N3 ∩ K = k et donc cette
intersection serait égale à K car [K : k] est premier, d’où EK (= E ′) ⊂ N3 et par suite E ′ = N3, ce qui
est faux. Il est immédiat que la composée de N3/k et K/k est N ′/k. On en déduit que Gal(N3/k) 
Gal(N ′/K )  Γ . Notons que si N/k était modérée, l’extension N ′/k le serait, car c’est une composée
de deux extensions modérées ; par conséquent N3/k serait modérée, puisque c’est une sous-extension
de N ′/k.
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corps de nombres, on a :
clk(ON3) = clk(O E)pNE/k
(
clE(ON3)
)
.
Puisque N/E , E ′/E et N3/E vériﬁent les hypothèses du Lemme 2.2, ce dernier nous donne :
clE(ON3) = clE(ON)clE(O E ′).
Comme E/k et K/k sont arithmétiquement disjointes et E ′ = EK , d’après les rappels :
φE/k
(
clk(O K )
)= clE(O E ′).
Par conséquent :
clk(ON3) = clk(ON)c[E:k]
= clk(ON)c|Γ |/p .
Soit
A = {x ∈ Cl(k) ∣∣ x = clk(ON)c, c ∈ Rm(k,Z/pZ)|Γ |/p
}
.
L’égalité ci-dessus donnant clk(ON3 ) entraîne A ⊂ R(k,Γ ), et si N/k est modérée, A ⊂ Rm(k,Γ ).
Pour terminer la démonstration du Théorème 1.1, il suﬃt de montrer que A = Cl(k) sous l’hypothèse
pgcd(h,np) = 1. C’est ce qu’on va faire ci-dessous.
Rappelons que np = |Γ |/2 si p = 2, np = ([k(ξp) : k](p − 1)|Γ |)/2p si p = 2 et que h est le nombre
de classes de k.
Si p = 2,
A = {x ∈ Cl(k) ∣∣ x = clk(ON)c, c ∈ Cl(k)|Γ |/2
}
grâce au Lemme 2.1. Supposons pgcd(h, |Γ |/2) = 1 ; alors Cl(k)|Γ |/2 = Cl(k), d’où A = Cl(k).
Si p = 2, posons
A′ = {x ∈ Cl(k) ∣∣ x = clk(ON)c, c ∈ Cl(k)np
}
.
Alors A′ ⊂ A, car Nk(ξp)/k(φk(ξp)/k(Cl(k)))(p−1)/2 = Cl(k)[k(ξp ):k](p−1)/2 est un sous-ensemble de
Nk(ξp)/k(Cl(k(ξp)))
(p−1)/2 et ce dernier est égal à Rm(k,Z/pZ) par le Lemme 2.1. Supposons
pgcd(h,np) = 1 ; alors A′ = Cl(k), car Cl(k)np = Cl(k), d’où A = Cl(k). 
Démonstration du Corollaire 1.2. Soit k un corps de nombres. Soit Γ un groupe résoluble ﬁni,
d’après le théorème de Shafarevich (voir [18, Théorème 9.6.1, p. 574, et Exercice (b), p. 597], ou
[15, Théorème 6.1, p. 15]), il existe une extension galoisienne N/k, modérée dont le groupe de Galois
est isomorphe à Γ . Supposons Z(Γ ) non trivial. D’après le Théorème 1.1, si pgcd(h,np) = 1, alors
Rm(k,Γ ) = Cl(k).
Soit Γ un groupe nilpotent ﬁni non trivial. Il est bien connu qu’il est résoluble de centre non
trivial ; les p-groupes non triviaux sont des exemples de tels groupes. On sait que Γ est un produit
direct de ses (uniques) p-sous-groupes de Sylow Γ (p) (Γ (p) est distingué dans Γ ) : Γ =∏p||Γ | Γ (p),
où p parcourt l’ensemble des diviseurs premiers de |Γ |. D’où Z(Γ ) = ∏p||Γ | Z(Γ (p)). On en déduit
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s’applique donc à Γ avec p un diviseur premier quelconque de |Γ |. En particulier, si |Γ | est pair et
pgcd(h, |Γ |/2) = 1, alors Rm(k,Γ ) = Cl(k).
Toute extension centrale d’un groupe résoluble ﬁni par un groupe ﬁni non trivial est résoluble et de
centre non trivial. C’est le cas pour A˜4 et S˜4 (rappelons que tout groupe d’ordre < 60 est résoluble).
Pour ces derniers on applique le Théorème 1.1 avec p = 2. Sachant que | A˜4| = 23.3 et | S˜4| = 24.3, on
a pgcd(h, (2i .3)/2) = 1 équivaut à pgcd(h,6) = 1, où i = 3, ou 4.
Il est bien connu que, pour tout n  2, Γ = H4n (resp. D2n) est résoluble et son centre est iso-
morphe à Z/2Z. On applique alors le Théorème 1.1 avec p = 2.
Enﬁn, Γ0 est résoluble, car il est métacyclique. D’après [9, Corollaire, p. 487], Z(Γ0) = 〈y|r|〉. La
congruence rb ≡ 1 mod a implique |r| divise b. Comme l’ordre de y est b, l’ordre de Z(Γ0) est
b/|r|. 
Démonstration du Corollaire 1.3. D’après [19, Corollaires 4.3, 4.5, 4.7], si Γ est une extension cen-
trale de An Sn , M11 ou M12 par un groupe ﬁni G , alors il existe une inﬁnité d’extensions Ei/Q,
i ∈ I , galoisiennes modérées, ayant Γ comme groupe de Galois et qui sont deux à deux linéairement
disjointes.
Soit k un corps de nombres. Soit J l’ensemble des i ∈ I tels que Ei/Q et k/Q ne soient pas
linéairement disjointes. Cet ensemble est ﬁni ; sinon, comme pour tout j ∈ J , E j ∩ k =Q, et pour tout
j′ ∈ J tel que j = j′ , E j ∩ k = E j′ ∩ k (car E j ∩ E j′ =Q), immédiatement k/Q aurait un nombre inﬁni
de sous-extensions, ce qui n’est pas vrai.
Soit i ∈ I \ J . Considérons l’extension Ei/Q. Soit N = Eik la composée de Ei/Q et k/Q. Tout d’abord
N/k est modérée, car Ei/Q l’est . Ensuite, on a N/k est galoisienne et Gal(N/k)  Γ , puique k/Q et
Ei/Q sont linéairement disjointes.
Si G est non trivial, il en va de même pour Z(Γ ). Donc le Théorème 1.1 s’applique dans ce cas
avec Γ réalisable comme groupe de Galois sur k d’une extension galoisienne modérée. 
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